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A T043631 SZA´MU´ OTKA PA´LYA´ZAT ZA´RO´JELENTE´SE
TE´MAVEZETO˝: KA´ROLYI GYULA
RE´SZTVEVO˝K: GYARMATI KATALIN E´S SOLYMOSI JO´ZSEF
A pa´lya´zat kerete´ben 55 tudoma´nyos dolgozatunk szu¨letett, kb. 600 oldal o¨sszterjede-
lemben, mely egyenletesen oszlik el a pa´lya´zat ha´rom re´sztvevo˝je ko¨zo¨tt. Szinte mind-
egyik munka igen n´ıvo´s nemzetko¨zi folyo´iratban la´tott napvila´got, vagy van megjelene´s
alatt. A dolgozatokra 97 hivatkoza´sro´l van tudoma´sunk, ezek ko¨zu¨l 56 ma´r megje-
lent munka´ban, a to¨bbi preprintek forma´ja´ban. A hivatkozo´k ko¨zo¨tt Bourgain, Chang,
Gowers, Hamidoune, Konyagin, Sa´rko¨zy, Tao is szerepelnek. Az eredme´nyekro˝l sza´mos
nemzetko¨zi konferencia´n, illetve neves kutato´helyek szemina´riumain sza´moltunk be, a
ta´mogata´s nagy re´sze´t utaza´sra ford´ıtottuk.
Az ala´bbiakban a teljesse´g ige´nye ne´lku¨l o¨sszefoglaljuk az ele´rt eredme´nyeket te´mako¨ro¨k
szerinti bonta´sban. A dolgozatokra a ko¨zleme´nyjegyze´kben szereplo˝ sorsza´m szerint hi-
vatkozunk, re´szletesebben csak a legfontosabb eredme´nyekre te´ru¨nk ki. La´thato´, hogy
munkatervu¨nk szinte valamennyi pontja´ban sikeru¨lt le´nyeges u´j eredme´nyeket felmutat-
nunk. A legto¨bbet ide´zett munka´k [1], [6], [10], [11], [13] e´s [25], rendre 6, 14, 8, 6, 16
e´s 10 hivatkoza´ssal, de va´rhato´an nagy lesz a [14], [21], [22], [30], [37] e´s [40] dolgozatok
hata´sa is.
(1) Kombinatorikus konvexita´s [1], [8], [23], [39].
[1]-ben az Erdo˝s–Szekeres te´telhez kapcsolo´do´ ke´rde´seket vizsga´lunk sz´ınezett pont-
halmazokra. Egy ponthalmazt k-konvexnek h´ıvunk, ha ba´rmely ha´rom pontja
a´ltal meghata´rozott ha´romszo¨g belseje´be a ponthalmaznak legfeljebb k pontja esik.
[11]-ben azt igazoljuk, hogy elegendo˝en nagy sza´mu´ belso˝ ponttal rendelkezo˝ k-
konvex halmazban mindig tala´lhato´ olyan konvex sokszo¨g, melynek belseje elo˝´ırt
sza´mu´ pontot tartalmaz. [23]-ban pontosan meghata´rozzuk, legala´bb ha´ny pont-
ja kell legyen egy 1-konvex halmaznak, hogy tartalmazzon u¨res `-szo¨get. [39]-ben
az Erdo˝s–Szekeres te´tel Ramsey-elme´leti vonatkoza´sait vizsga´ljuk, e´s megmutatjuk,
hogy az Erdo˝s–Hajnal sejte´s megfelelo˝je ebben a ko¨rnyezetben nem igaz.
(2) Extrema´lis ke´rde´sek a diszkre´t geometria´ban [4], [5], [7], [12], [14], [27], [28], [41],
[42], [50], [51], [55]
A [7], [14], [27] e´s [42] dolgozatok Erdo˝s pontkonfigura´cio´kban elo˝fordulo´ ku¨lo¨nbo¨zo˝
ta´volsa´gok sza´ma´val kapcsolatos ke´rde´se´vel foglalkoznak. [27]-ben pl. olyan konst-
rukcio´t adunk, amely nagy dimenzio´kban nagyon ko¨zel van az Erdo˝s a´ltal sejtett op-
timumhoz. A [41], [51], [55] dolgozatokban a Szemere´di–Trotter te´telhez (melynek
alkalmaza´sairo´l a (3) pontban ı´runk) kapcsolo´do´ geometriai incidencia-te´teleket bi-
zony´ıtunk. [41]-ben bela´tjuk, hogy ha n pont e´s n egyenes ko¨zo¨tt a s´ıkon olyan
sok illeszkede´s tala´lhato´, amit a Szemere´di–Trotter te´tel me´g megenged, akkor
sok olyan pont kell legyen a megadottak ko¨zo¨tt, melyek ko¨zu¨l ba´rmelyik ketto˝re
illeszkedik megadott egyenes. [55]-ben a 3-dimenzio´s esetben adjuk meg Bourgain
egy ke´rde´se´re az elso˝ nemtrivia´lis va´laszt, [51]-ben pedig a Pach–Sharir te´telt a´ltala´-
nos´ıtjuk. [5]-ben olyan s´ıkbeli ve´ges ponthalmazok tulajdonsa´gait vizsga´ljuk elemi
sza´melme´leti eszko¨zo¨kkel, melyekben ba´rmely ke´t pont ta´volsa´ga ege´sz sza´m. A
[4], [12] e´s [50] dolgozatokban geometriai vonatkoza´su´ Ramsey t´ıpusu´ ke´rde´seket
vizsga´lunk. [4]-ben teljes gra´fok s´ıkbeli lerajzola´saiban mutatunk elkeru¨lhetetlen
konfigura´cio´kat, [12]-ben pedig a Fa´ry te´tel egy sz´ınezett va´ltozata´t bizony´ıtjuk.
[50]-ben to¨bbek ko¨zo¨tt azt vizsga´ljuk, ha´ny csu´csa kell legyen egy teljes geometriai
gra´fnak ahhoz, hogy az e´leit adott sza´mu´ sz´ınnel sz´ınezve mindig legyen benne sok
egysz´ınu˝ pa´ronke´nt diszjunkt e´l.
(3) A diszkre´t geometria e´s az addit´ıv sza´melme´let kapcsolata [6], [13], [15], [24], [25],
[26], [29], [37], [40], [43], [52], [54]
Ezek az eredme´nyek jelentik kutata´sunk legsze´lesebb ko¨rben e´rdelo˝de´sre sza´mot
tarto´, nagyle´ptu˝ kurrens nemzetko¨zi kutata´sokhoz kapcsolo´do´ re´sze´t, felme´rheto˝
hata´suk is ezeknek a legnagyobb. A [6], [13] e´s [29] dolgozatok Roth, Szemere´di e´s
van der Waerden te´tele´hez nyu´jtanak egyszeru˝ e´s szemle´letes geometriai megko¨ze-
l´ıte´st. Gowers e´s Tao ezek inspira´la´sa´ra dolgozta´k ki az u´n. hipergra´f elhagya´si
lemma´t, mely elvezetett a Szemere´di te´tel eddigi lega´ttekintheto˝bb bizony´ıta´sa´hoz,
e´s a Ramsey-elme´letben is egyre jelento˝sebb szerephez jut. Ennek ro¨vid, ko¨ze´rtheto˝
o¨sszefoglala´sa jelenik meg [26]-ban, [52] egy bevezeto˝ jellegu˝ a´ttekinte´s, e´s [40] is
ehhez kapcsolhato´. A [15], [24], [25], [37], [43] e´s [54] dolgozatok az illeszkede´si
geometria e´s a kombinatorikus sza´melme´let szoros kapcsolata´t igazolja´k. [24] e´s
[25] Elekesnek a Szemere´di–Trotter te´telre alapulo´ o¨tlete´t viszi tova´bb Erdo˝s e´s
Szemere´di hibrid proble´ma´ja´val kapcsolatban, az elso˝ esetben a komplex sza´mtest
fo¨lo¨tt a´ltala´nos´ıtva azt, a ma´sodik esetben pedig az eredme´nyt le´nyegesen meg is
jav´ıtva: ha A a komplex sza´mok n-elemu˝ re´szhalmaza, akkor A + A vagy A · A
sza´mossa´ga À n14/11/ log3/11 n. [37]-ben ve´ges testek esete´n vizsga´ljuk a ke´rde´st,
[43] e´s [54] pedig messzemeno˝ a´ltala´nos´ıta´sokat is tartalmaz.
(4) Egyeletes eloszla´su´ e´s pszeudove´letlen sorozatok [2], [10], [18], [19], [30], [31], [33]
A dolgozatok bina´ris sorozatok pszeudove´letlen tulajdonsa´gaival foglalkoznak. [10]-
ben a diszkre´t logaritmus, [19]-ben linea´ris rekurzio´, [31]-ben a hatva´nyoza´s (min-
den esetben modulo p e´rtendo˝) seg´ıtse´ge´vel konstrua´lunk a´lve´letlen 0–1 soroza-
tokat, e´s vizsga´ljuk azok tulajdonsa´gait Sa´rko¨zy e´s Maduit a´ltal bevezett egyen-
letes eloszla´si, illetve korrela´cio´s me´rte´kek szerint. A [2], [30] e´s [33] dolgoza-
tok [10] tova´bbfejleszte´se´bo˝l keletkeztek, jelento˝se´gu¨k abbo´l ered, hogy a [10]-ben
bevezetett sorozatok gyorsan genera´lhato´k, de tova´bbra is ero˝s pszeudove´letlen tu-
lajdonsa´gokkal b´ırnak. A [10]-es dolgozat fontossa´ga´ra ma´r sza´mos alkalommal
ra´mutattak. [18]-ban Maduit egy korrela´cio´s egyenlo˝tlense´gre vonatkozo´ sejte´se´t
igazoljuk. A vizsga´lt kombinatorikus jellgu˝ proble´ma´k kezele´se´re legfontosabb esz-
ko¨zu¨nk az exponencia´lis o¨sszegek elme´lete. [31]-ben Bourgain egy friss e´s igen me´ly
eredme´nye´t alkalmazzuk a korrela´cio´s me´rte´k kezele´se´re.
(5) A polinom-mo´dszer e´s alkalmaza´sai [11], [20], [21], [46]
[11]-ben a polinom-mo´dszert arra haszna´ljuk, hogy az Erdo˝s–Heilbronn sejte´s meg-
olda´sa´t kiterjesszu¨k pr´ımhatva´nyrendu˝ ciklikus csoportokra is. [20] egy nagyobb
ko¨zo¨nse´g sza´ma´ra ı´rt, inka´bb bevezeto˝, a´ttekinto˝ jellegu˝ munka. [21] a kombina-
torikus nullhelyte´tel elso˝ ko¨zvetlen alkalmaza´sa´t tartalmazza, az Erdo˝s–Heilbronn
sejte´shez kapcsolo´do´ nehe´z inverz proble´ma´t oldunk meg. Fo˝ eredme´nyu¨nk, melynek
nagy visszhangja volt, a ko¨vetkezo˝: ha a p elemu˝ ciklikus csoport egy k elemu˝ A
re´szhalmaza´ra, ahol k ≥ 5, p ≥ 2k − 1, az {a+ a′ | a, a′ ∈ A, a 6= a′} halmaz elem-
sza´ma 2k − 3, akkor A elemei egy sza´mtani sorozatot alkotnak. [46]-ban hasonlo´
mo´dszerrel az Erdo˝s–Heilbronn sejte´s egy ma´sik, eddig tiszta´zatlan esete´t oldjuk
meg.
(6) Diszkrepancia-elme´let
Ebben a te´ma´ban ke´t dolgozatunk van elo˝ke´szu¨letben, melyek egyike´t a zu¨richi FIM
a´ltal rendezett Geometric Combinatorics and Optimization workshop kerete´ben mu-
tattuk be.
(7) Diofantikus proble´ma´k [9], [16], [17], [32], [35], [36], [44], [45]
A [9], [16], [17] e´s [36] dolgozatok Diofantosz egy proble´ma´ja´hoz kapcsolo´dnak.
Az alapke´rde´s az, hogy ege´sz sza´mok adott A e´s B halmaza´bo´l ha´ny olyan (a, b)
sza´mpa´r va´laszthato´ ki, hogy ab + 1 teljes hatva´ny legyen. Ku¨lo¨nbo¨zo˝ melle´kfel-
te´telek esete´n adunk erre felso˝ becsle´st A e´s B sza´mossa´ga´nak fu¨ggve´nye´ben, a
bizony´ıta´sokna´l Tura´n t´ıpusu´ extrema´lis gra´felme´leti te´telekre ta´maszkodva. [32]-
ben azt vizsga´ljuk, hogy egy ege´sz sza´m oszto´i ko¨zo¨tt milyen gyakran szerepelhetnek
egy ege´sz egyu¨tthato´s polinom ege´sz helyen felvett helyettes´ıte´si e´rte´kei, magasabb
foku´ polinomokra kiterjesztve, illetve re´szben megjav´ıtva de la Bre`teche kora´bbi
eredme´nyeit. A [35], [45], [46] dolgozatok te´ma´ja annak vizsga´lata, hogy a p elemu˝
test fo¨lo¨tt milyen nagy re´szhalmazok esete´n van egy adott diofantikus egyenletnek
olyan megolda´sa, hogy az egyes ismeretlenek a megfelelo˝ halmazokbo´l keru¨ljenek
ki. A Sidon-proble´ma´val, illetve a Schur fe´le egyenlettel rokonsa´gba hozhato´ egyen-
leteket karaktero¨sszeg-becsle´sekkel e´s a Ramsey-elme´let seg´ıtse´ge´vel ko¨zel´ıtju¨k meg.
(8) Extrema´lis proble´ma´k a kombinatorikus sza´melme´letben [3], [22], [34], [47]
Az (5) pont alatt ma´r ta´rgyalt [11] dolgozatban kombinatorikus gondolattal visszu¨k
a´t Dias da Silva e´s Hamidoune te´tele´t Abel-csoportok direkt o¨sszege´re. A [3] dol-
gozat ennek a gondolatnak egy tova´bbfejleszte´se´t tartalmazza, melyet [21] fo˝ ered-
me´nye´nek tetszo˝leges Abel-csoportokra vonatkozo´ kiterjeszte´se´hez is fel tudtunk
haszna´lni. Ez vezetett el a csoportbo˝v´ıte´sek a´ltala´nos alkalmaza´sa´ig, melyet a Feit–
Thompson te´tellel o¨sszekapcsolva a´ltala´nos´ıtjuk [22]-ben a Cauchy–Davenport te´telt
e´s Vosper inverz te´tele´t nemkommutat´ıv csoportokra. A mo´dszert azo´ta ma´r ma´sok
is haszna´lja´k. [34]-ben a ke´tszeres e´s ha´romszoros o¨sszeghalmazok sza´mossa´ga
ko¨zo¨tti kapcsolatot vizsga´ljuk pr´ımrendu˝ ciklikus csoportokban, [47]-ben pedig Lev
egy re´szhalmazo¨sszegekre vonatkozo´ sejte´se´t bizony´ıtjuk.
(9) Tova´bbi kutata´sok [38], [48], [49], [53]
[38]-ban az addit´ıv sza´melme´letben, bilinea´ris algebra´ban e´s topolo´gia´ban is fontos
szerepet ja´tszo´ Hopf–Stiefel fu¨ggve´nyt le´ıro´, Plagne a´ltal pa´r e´ve tala´lt formula´ra
adunk ro¨vid elemi bizony´ıta´st. [48]-ban ege´sz e´rte´ku˝ fu¨ggve´nyek periodikus fu¨ggve´-
nyek o¨sszegeke´nt valo´ elo˝a´ll´ıthato´sa´ga´t vizsga´ljuk algebrai e´s sza´melme´leti eszko¨zo¨k-
kel. A ko¨vetkezo˝ dolgozat sza´melme´leti geometria´hoz kapcsolo´dik. Tekintsu¨nk egy
olyan o¨sszefu¨ggo˝, nem felte´tlenu¨l egyszeru˝ gra´fot, melynek automorfizmuscsoportja
minden orbiton egy nem feloldhato´ faktorcsoporton keresztu¨l hat. Pa´l Ambrusnak
ilyen gra´fok seg´ıtse´ge´vel sikeru¨lt elso˝ke´nt tetszo˝leges karakterisztika´ju´ testek fo¨lo¨tt
minden g ≥ 40 esete´n olyan g ge´nuszu´ nemszingula´ris geometriailag irreducibilis
projekt´ıv go¨rbe´ket konstrua´lni, melyek nem rendelkeznek feloldhato´ pontokkal. A
go¨rbe´k ge´nusza megegyezik a megfelelo˝ gra´f u´n. ciklomatikus sza´ma´val, ma´s szo´val a
gra´fban tala´lhato´ fu¨ggetlen ko¨ro¨k sza´ma´val. [49]-ben meghata´roztuk g o¨sszes olyan
lehetse´ges e´rte´ke´t, amelyre ez a konstrukcio´ mu˝ko¨dik. A megolda´s sora´n a gra´fok
spektra´lis elme´lete´t e´s a minima´lisan egyszeru˝ csoportok Thompsonto´l sza´rmazo´
oszta´lyoza´sa´t is felhaszna´ltuk. A 30 oldalas cikket Lova´sz La´szlo´ javaslata´ra az Ad-
vances in Mathematics folyo´iratba nyu´jtottuk be. [53]-ban Sylvester–Gallai t´ıpusu´
illeszkede´si te´teleket bizony´ıtunk a valo´s sza´mtest helyett a komplex sza´mtest illetve
a kvaternio´k ferdeteste feletti affin s´ıkon.
